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Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.
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1. Sase calculeze lim x* cos - dx.

n—-oo
0

2. Determinati toate functiile derivabile f,g:R — R care verifica conditiile
fefgtydx sige [ f(x)dx.

3. a) (3p) Ininelul matricelor (M,(Z), +,") considerdm matricea
2020 582 860 870

1962 603 342 1011 | _ (a--)

3444 102 502 48 Yije1s

228 972 708 51

Fie A = (di j)ijel=5 matricea A redusa modulo 5. Demonstrati ci A este inversabild

si calculati inversa sa.

A=

b) (4p) Fie A = {x? — xy + 4y?|x,y € Q,x* + y* # 0}. Demonstrati ca A este grup
abelian in raport cu inmultirea numerelor.

4. Fie A={f|f:]0;1] = R, f continua}. Vom considera ca (4, +,") este inel comutativ.

a) (3p) Demonstrati echivalenta ,f € A este divizor al lui zero daca si numai
daca exista un interval nevid si deschis I < [0; 1] pentru care f(x) = 0,Vx € I".

b) (4p) In subinelul B = {f|f:[0; 1] - R, f derivabild} al lui A determinati o
pereche de functii g, h € B, g, h neidentic nule astfel incat g - h = 0.
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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteazad de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Constantin Nicolau GM 6-7-8/2019
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v . X
Si se calculeze lim | x*cos=dx.
n—oo 0 n

Detalii rezolvare Barem
asociat
2 2 2
X 32 . X p
f x4cos—dx=——2f x*sin? = dx
n 5 2n
0 0
2
] x x® . x 27 3p
Avem 0 < x*sin? =< —,vx €[0;2] 20 < | x*sin?=dx <
2n ~ 4n?2 0 2n 28n%
2 1
, .o X p
lim | x*sin?=dx=0
n—-oo 0 2n
2 1
. e e 7. x 32 p
Obtinem ci existd lim | x*cos=dx ==
n—-oo 0 n 5

Enunt subiect 2, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu

Determinati toate functiile derivabile f,g: R — R care verifici conditiile f € [ g(x) dx si

g € [ f(x)dx.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Avem f'(x) = g(x)sig'(x) = f(x),Vx ER 2p
Obtinem f'(x) + g'(x) = f(x) + g(x) © (f'(x) + 9’ ())e™ = (f(x) + 2p

g(x))e"x = 0 © 3¢, € Rastfel incat (f(x) + g(x))e‘x =gef)+gx)=
c,e”

Ple de alta parte avem: f'(x) —g'(x) = gx) — f(x) & (f’(x) — g’(x))ex + 2p
(f(x) — g(x))ex = 0 © 3c, € R astfel incat (f(x) —g(x))ex =c, © f(x) —
g(x) = cze™™

X —-X X _ —-X
Solutia cautata este f(x) = % ,g(x) = % Ip
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Enunt subiect 3

a) autori Costel Chites si Stelian Fedorca
in inelul matricelor (M4(Z), +,") considerim matricea

2020 582 860 870

a=[1962 603 342 10111,y
3444 102 502 48 Y)ijets
228 972 708 51

Fied = (aij)i]_&ﬁ matricea A redusd modulo 5. Demonstrati ci 4 este inversabild

si calculati inversa sa.

b) autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu
Fie A = {x? — xy + 4y*|x,y € Q x? + y* # 0}. Demonstrati ci 4 este grup abelian in
raport cu inmultirea numerelor.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) det A=1 +# 0, deducem cid matricea A este inversabila. i 1p
4 4 3 2 2p
Obtinem A~ = 3 000
4 0 2 4
0 3 0 3
b) Fieu,v € 4, atunciu = x? —xy + 4y?siv = a? — ab + 4b?, (a; b) # 2p

(0;0) si (x;¥) # (0;0),x,y,a,b € Q
. . X 2y \ . a 2b
Definim matricele X= <—2y - y) siY= (—Zb o b)' Avemuv =
(det X)(detY) = det(XY) = (ax — 4by)? — (ax — 4by)(ay + bx — by) +
4(ay + bx — by)?
(ax — by,ay + bx — by) # (0;0)
Deducem ca uv € A.

—y —2
Avem =1 — detX~!.Deoarece X~! = — (x y y) = 2p
u det X detX Zy X
(m —n —Zn)’ atunci~ = m? — mn + 4n2, (m,n) # (0;0). Deducem ci — € A.
2n m u u

Am obtinut ca A este subgrup al grupului (Q*,-), deci (4;-) este grup abelian.

Enunt subiect 4, Costel Chites
Fie A={f|f:[0;1] - R, f continua}.Vom considera ci (A,+,-) este inel comutativ.

a) (3p) Demonstrati echivalenfa , f € A este divizor al lui zero daca si numai daca exista
un interval nevid si deschis I c [0; 1] pentru care f(x) = 0,Vx € I"
b) (4p) In subinelul B = {f|f:[0;1] — R, f derivabili} determinati o pereche de functii

g, h € B, g, h neidentic nule astfel incat g - h = 0.
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Detalii rezolvare Barem
asociat
a) f estedivizoralluiO0e 3g € Aastfelincat g # 0sifg = 0. 1p
Deoarece g # 0, atunci 3a € [0; 1] astfel incit g(a) # 0
Din continuitatea lui g rezultd ca 3U € V(a) pentru care g(x) # 0Vx € U N 1p
[0;1]. 1p

Am obtinut ca 31 < [0,1], I interval deschis astfel incat g(x) # 0 Vx € I. Din
conditia initiala rezulta f(x) = 0,vx € I.
Se construieste g pentru implicatia reciproca.

b) Considerim0<a<b<c<d<1lsig(x) = {e(x_a)(x_b)' x € (a;b)
0, x €[0;a] U [b;1]
1

h(x) = {e(x-cxx-d), x € (c;d)
0, x € [0;c]U[d;1]

Verificam derivabilitatea functiilor g, h. 2p
g este derivabila pe [0; 1] \ {a; b} si h este derivabila pe [0; 1] \ {c; d}.
1

— (x—a)(x-b)

‘(@) = 0sig)(a) = lim£2=9@ — pp 07
gs(a) = 0sigg(a) = lim=="— = = lim ——
Asadar g este derivabila in x = a. Analog g este derivabilain b si hin ¢ si d, iar
functiile g, h verifica conditiile cerute.




