
 
 

 

OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 
 ETAPA LOCALĂ, 02.02.2020     

 
CLASA a XII-a 

 
 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte.                       
Pe foaia de concurs se trec rezolvările complete. Timp de lucru: 3 ore. 

 

1.  Să se calculeze 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∫ 𝑥4 𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑛
ⅆ𝑥

2

0

. 

 
 

2.   Determinați toate funcțiile derivabile  𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ  care verifică condițiile  
𝑓 ∈ ∫ 𝑔(𝑥) ⅆ𝑥  și 𝑔 ∈ ∫ 𝑓(𝑥) ⅆ𝑥. 
 
 

3. a) (3p)  În inelul matricelor (𝑀4(ℤ), +,∙) considerăm matricea  

𝐴 = (

2020 582 860 870
1962 603 342 1011
3444 102 502 48
228 972 708 51

) = (𝑎𝑖𝑗)
𝑖,𝑗𝜖1,5̅̅ ̅̅

. 

 Fie 𝐴̂ = (𝑎̂𝑖𝑗)
𝑖,𝑗∈1,5̿̿ ̿̿

 matricea A redusă modulo 5. Demonstrați că 𝐴̂ este inversabilă 

și calculați inversa sa. 
 
 b) (4p) Fie 𝐴 = {𝑥2 − 𝑥𝑦 + 4𝑦2|𝑥, 𝑦 ∈ ℚ, 𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0}. Demonstrați că 𝐴 este grup 
abelian în raport cu înmulțirea numerelor.  
 
 

               4.   Fie A={𝑓|𝑓: [0; 1] → ℝ, 𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢ă}. Vom considera că (𝐴, +,∙) este inel comutativ. 

a) (3p) Demonstrați echivalența „𝑓 ∈ 𝐴 este divizor al lui zero dacă și numai 
dacă există un interval nevid și deschis 𝐼 ⊂ [0; 1] pentru care 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼”.    

                                          

b) (4p) In subinelul 𝐵 = {𝑓|𝑓: [0; 1] → ℝ, 𝑓 ⅆ𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑖𝑙ă} al lui A determinați o 
pereche de funcții  𝑔, ℎ ∈ 𝐵, 𝑔, ℎ neidentic nule astfel încât 𝑔 ⋅ ℎ = 0.  
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OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

  ETAPA LOCALĂ, 02.02.2020   

CLASA a XII-a 

SOLUŢII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

 

Notă: Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. Se acordă numai punctaje întregi. Orice 

altă rezolvare se asimilează conform baremului.  

 

Enunţ subiect 1, autor Constantin Nicolau GM 6-7-8/2019 

Să se calculeze 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

∫ 𝒙𝟒 𝒄𝒐𝒔
𝒙

𝒏
ⅆ𝒙

𝟐

𝟎

. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

∫ 𝑥4 𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑛
ⅆ𝑥

2

0

=
32

5
− 2 ∫ 𝑥4 sin2 𝑥

2𝑛
ⅆ𝑥

2

0

   
2p 

Avem 0 ≤ 𝑥4 𝑠𝑖𝑛2 𝑥

2𝑛
≤

𝑥6

4𝑛2 , ∀𝑥 ∈ [0; 2] ⇒ 0 ≤ ∫ 𝑥4 sin2 𝑥

2𝑛
ⅆ𝑥

2

0

≤
27

28𝑛4 
3p 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∫ 𝑥4 𝑠𝑖𝑛2 𝑥

2𝑛
ⅆ𝑥

2

0

= 0   
1p 

Obținem că există 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∫ 𝑥4 𝑐𝑜𝑠
𝑥

𝑛
ⅆ𝑥

2

0

=
32

5
 

1p 

 

Enunţ subiect 2, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu 

  Determinați toate funcțiile derivabile  𝒇, 𝒈: ℝ → ℝ  care verifică condițiile 𝒇 ∈ ∫ 𝒈(𝒙) ⅆ𝒙  și  

𝒈 ∈ ∫ 𝒇(𝒙) ⅆ𝒙. 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

Avem 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) si 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ ℝ 2p 

Obținem 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ⇔ (𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥))𝑒−𝑥 − (𝑓(𝑥) +

𝑔(𝑥))𝑒−𝑥 = 0 ⇔ ∃𝑐1 ∈ ℝ astfel încât (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑒−𝑥 = 𝑐1 ⇔ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) =
𝑐1𝑒𝑥 

2p 

Pe de altă parte avem: 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ⇔ (𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥))𝑒𝑥 +

(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑒𝑥 = 0 ⇔ ∃𝑐2 ∈ ℝ astfel încât (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑒𝑥 = 𝑐2 ⇔ 𝑓(𝑥) −
𝑔(𝑥) = 𝑐2𝑒−𝑥 

2p 

Soluția căutată este 𝑓(𝑥) =
𝑐1ⅇ𝑥+𝑐2ⅇ−𝑥

2
 , 𝑔(𝑥) =

𝑐1ⅇ𝑥−𝑐2ⅇ−𝑥

2
.  1p 



 

 

Enunţ subiect 3 

a) autori Costel Chiteș si Stelian Fedorca 

În inelul matricelor (𝑴𝟒(ℤ), +,∙) considerăm matricea  

𝑨 = (

𝟐𝟎𝟐𝟎 𝟓𝟖𝟐 𝟖𝟔𝟎 𝟖𝟕𝟎
𝟏𝟗𝟔𝟐 𝟔𝟎𝟑 𝟑𝟒𝟐 𝟏𝟎𝟏𝟏
𝟑𝟒𝟒𝟒 𝟏𝟎𝟐 𝟓𝟎𝟐 𝟒𝟖
𝟐𝟐𝟖 𝟗𝟕𝟐 𝟕𝟎𝟖 𝟓𝟏

) = (𝒂𝒊𝒋)𝒊,𝒋𝝐𝟏,𝟓̅̅ ̅̅
. 

 Fie 𝑨̂ = (𝒂̂𝒊𝒋)𝒊,𝒋∈𝝐𝟏,𝟓̅̅ ̅̅
 matricea A redusă modulo 5. Demonstrați că 𝑨̂ este inversabilă 

și calculați inversa sa. 

 

b) autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu 

 Fie 𝑨 = {𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 + 𝟒𝒚𝟐|𝒙, 𝒚 ∈ ℚ, 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 ≠ 𝟎}. Demonstrați că 𝑨 este grup abelian în 

raport cu înmulțirea numerelor.  

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

a) ⅆ𝑒𝑡 𝐴̂ = 1̂ ≠ 0̂, deducem că matricea 𝐴̂ este inversabilă. 1p 

Obținem 𝐴̂−1 = (

4̂ 4̂ 3̂ 2̂
3̂ 0̂ 0̂ 0̂
4̂ 0̂ 2̂ 4̂
0̂ 3̂ 0̂ 3̂

) 

2p 

b) Fie 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴, atunci 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 4𝑦2 și 𝑣 = 𝑎2 − 𝑎𝑏 + 4𝑏2, (𝑎; 𝑏) ≠
(0; 0) ș𝑖 (𝑥; 𝑦) ≠ (0; 0), 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ 

Definim matricele X= (
𝑥 2𝑦

−2𝑦 𝑥 − 𝑦
) și Y= (

𝑎 2𝑏
−2𝑏 𝑎 − 𝑏

). Avem 𝑢𝑣 =

(ⅆ𝑒𝑡 𝑋)(ⅆ𝑒𝑡 𝑌) = det(𝑋𝑌)  = (𝑎𝑥 − 4𝑏𝑦)2 − (𝑎𝑥 − 4𝑏𝑦)(𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 − 𝑏𝑦) +
4(𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 − 𝑏𝑦)2 
(𝑎𝑥 − 𝑏𝑦, 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 − 𝑏𝑦)  ≠ (0; 0)  
Deducem că 𝑢𝑣 ∈ 𝐴. 

2p 

Avem 
1

𝑢
=

1

𝑑ⅇ𝑡 𝑋
= ⅆ𝑒𝑡 𝑋−1 . 𝐷𝑒𝑜𝑎𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑋−1 =

1

det 𝑋
(

𝑥 − 𝑦 −2𝑦
2𝑦 𝑥

) =

(
𝑚 − 𝑛 −2𝑛

2𝑛 𝑚
), atunci 

1

𝑢
= 𝑚2 − 𝑚𝑛 + 4𝑛2, (𝑚, 𝑛) ≠ (0; 0). Deducem că 

1

𝑢
∈ 𝐴. 

Am obținut că 𝐴 este subgrup al grupului (ℚ∗,∙), deci (𝐴;⋅) este grup abelian.   
  

2p 

  

Enunţ subiect 4, Costel Chiteș 

Fie A={𝒇|𝒇: [𝟎; 𝟏] → ℝ, 𝒇 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖ă}.Vom considera că (𝑨,+,∙) este inel comutativ. 

a) (3p) Demonstrați echivalența „𝒇 ∈ 𝑨 este divizor al lui zero dacă și numai dacă există 
un interval nevid și deschis 𝑰 ⊂ [𝟎; 𝟏] pentru care 𝒇(𝒙) = 𝟎, ∀𝒙 ∈ 𝑰”                                             

b) (4p) In subinelul 𝑩 = {𝒇|𝒇: [𝟎; 𝟏] → ℝ, 𝒇 ⅆ𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒊𝒍ă} determinați o pereche de funcții  

              𝒈, 𝒉 ∈ 𝑩, g, h neidentic nule astfel încât 𝒈 ⋅ 𝒉 = 𝟎.  



 

 

Detalii rezolvare  Barem 
asociat 

a) 𝑓 este divizor al lui 0⇔ ∃𝑔 ∈ 𝐴 𝑎𝑠𝑡𝑓𝑒𝑙 î𝑛𝑐â𝑡 𝑔 ≠ 0 și 𝑓𝑔 = 0. 
Deoarece 𝑔 ≠ 0, atunci ∃𝑎 ∈ [0; 1] astfel încât 𝑔(𝑎) ≠ 0  

1p 

Din continuitatea lui 𝑔 rezultă că ∃𝑈 ∈ 𝑉(𝑎) pentru care 𝑔(𝑥) ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈 ∩
[0; 1].  
Am obținut că ∃𝐼 ⊂ [0,1], 𝐼 interval deschis astfel încât 𝑔(𝑥) ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼. Din 
condiția inițială rezultă 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼. 

Se construiește 𝑔 pentru implicația reciprocă. 

1p 
1p 

b) Considerăm 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < ⅆ < 1 și 𝑔(𝑥) = {𝑒
1

(𝑥−𝑎)(𝑥−𝑏), 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏)

0,   𝑥 ∈ [0; 𝑎] ∪ [𝑏; 1]
    și  

ℎ(𝑥) = {𝑒
1

(𝑥−𝑐)(𝑥−𝑑), 𝑥 ∈ (𝑐; ⅆ)

0, 𝑥 ∈ [0; 𝑐] ∪ [ⅆ; 1]
 

2p 

Verificăm derivabilitatea funcțiilor 𝑔, ℎ. 
𝑔 este derivabilă pe [0; 1] ∖ {𝑎; 𝑏} și ℎ este derivabilă pe [0; 1] ∖ {𝑐; ⅆ}. 

𝑔𝑠
′ (𝑎) = 0 și 𝑔𝑑

′ (𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥↘𝑎

𝑔(𝑥)−𝑔(𝑎)

𝑥−𝑎
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥↘𝑎

ⅇ
1

(𝑥−𝑎)(𝑥−𝑏)

𝑥−𝑎
= 0. 

Așadar 𝑔 este derivabilă în 𝑥 = 𝑎. Analog 𝑔 este derivabilă în 𝑏 și ℎ în 𝑐 și ⅆ, iar 
funcțiile 𝑔, ℎ verifică condițiile cerute.  

2p 

 

 


